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　　摘　要 :　将快速多极子算法应用于微带结构的一个关键技术是将矩量法中描述远区单元相互作用的 Green函

数用加法定理进行平面波展开.本文提出用固定实镜像方法拟合微带结构谱域 Green函数进行平面波展开 ,对比目前

常用的复镜像闭式平面波展开方法 ,该方法具有展开收敛性好 ,物理概念清晰 , Green函数宽频插值方便等特点.计算

实例表明了该方法的有效性和可靠性.
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Abstract :　The Discrete Complex Image Method (DCIM) is usually used to evaluate the Sommerfeld integrals for the spatial do2
main Green’s function. To solve large scale problems ,the far2zone interactions in the Method of Moments (MoM) can be simplified us2
ing a far field approximation with the plane wave expansion. Therefore ,the combination of DCIM and Fast Multipole Method (FMM)

could not achieve high efficiency due to the poor convergence of the addition theorem. An efficient algorithm combing FMM and Fixed

Real2Image Simulated Method (FRISM) is presented to analyze microstrip structures. The fixed image locations lead to fast and conve2
nient computations comparing with complex image such that can be used for wide2band applications. The accuracy and efficiency of the

novel method are verified by numerical examples.
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1　引言

　　随着电磁场理论和技术的快速发展 ,微波集成电路 (MIC

和MMIC)和微带天线中 ,越来越多地应用了平面分层介质结

构 ,分层介质结构问题的求解因此日益受到研究人员的重视.

这类问题的标准解法是建立分层介质结构的积分方程 ,然后

用矩量法 (MoM)求解 ,空域混合位积分方程 (MPIE)与电场积

分方程 ( EFIE)、磁场积分方程 (MFIE)和混合积分方程 (CFIE)

相比积分内核的奇异性较弱 ,因而受到广泛的重视和应用 [1 ] .

在该方法中通常采用数值积分计算非常棘手的 Sommerfeld积

分 ( SI) ,非常耗时 ,是空域矩量法的主要计算瓶颈. Chow ,

Fang[2 ]等研究者提出采用离散复镜像方法 (DCIT)来获取单层

微带结构空域闭式格林函数 ,Aksun等研究者们将其复镜像

技术的应用范围继续扩展 ,文献 [3 ]给出了利用 DCIT技术计

算两层介质微带结构空域格林函数的方法 ,文献[4 ]进一步给

出了当源分别为水平电偶极子 (HED)、水平磁偶极子 ( HMD)、

垂直电偶极子 (VED)、垂直磁偶极子 (VMD)任意层介质微带

结构的闭式格林函数 ;有效的解决了空域矩量法中 SI积分的

难题.

然而随着现代电子通信工作频率的不断提高 ,微带结构

器件的工作频率达到毫米波级.对复杂电大尺寸微带结构进

行仿真 ,所需未知量数目 N 较大. 传统的矩量法计算需要

O ( N2)的数量级的存储量 , O ( N3)的浮点运算量 ,已不适于大

型问题的仿真. 1989年 ,V. Rokhlin提出了处理二维声波散射

问题 ,求解赫姆霍兹方程的高效方法即 FMM[5 ] ,其后的几年

中 ,FMM被广泛的应用于二维、三维目标的电磁散射分析

中[6 ,7 ] .快速多极子方法 ( FMM)是积分方程稀疏化的一种高

效方法 ,把它应用于复杂电大尺寸物体分析 ,不但大大加速了

矩阵和矢量的计算 ,同时也大大降低了存储量 ;使两者都降为

O ( N115)的数量级.多层多极子算法 (MLFMA)更可以进一步地

使两者降为 O ( NlogN ) .近些年 ,研究者将 FMM应用于微波

毫米波集成电路的分析中 [8～12 ] ,然而 ,由于 FMM依赖于格林

函数 ,因此将其推广到微带问题的分析存在一定困难.其中的

一种 FMM方法[8 ]是将格林函数表示成快速收敛的最陡积分 ,

然后计算积分的 Hankel变换.这种技术仅对薄的分层媒质有

效.另一种方法是将 FMM与 DCIM结合 [9～12 ] .其中文献 [9 ]和

[10 ]处理二维静电问题 ,通过在复镜像位置处添加镜像 ,进行

等效运算.这种 FMM方法 ,镜像位置不同 ,转移量是不同的.
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文献[11 ]考虑了二维和三维的情况 ,但由于在 DCIM方法中

提取了表面波项 ,因此实际操作起来比较复杂. Feng Ling在文

献[12 ]提出MLFMA与 DCIM的混合方法 ,并用于分析微带天

线的辐射问题 ,此文将原始源和镜像源编在同一组 ,不同镜

像 ,可以保持转移量不变.然而 ,本文作者通过研究发现 ,由于

DCIM技术得出的复镜像系数的 bi 非唯一性 ,且为复数 ;会严

重影响 FMM平面波展开时加法定理收敛性和稳定性 [13 ] .

为了解决上述问题 ;本文提出用固定实镜像方法[14 ,15 ]

(FRISM)拟合微带结构谱域 Green函数进行平面波展开 ,该方

法具有展开收敛性好 ,物理概念清晰 ,宽频插值方便等特点.

计算实例表明采用 FRISM技术拟合出的微带结构谱域 Green

函数精度符合要求 ,FMM平面波展开时加法定理收敛性和稳

定性得到了较好的改

善.

2　基本原理及公式

211 　微带结构格林函

数

考虑如图 1 所示的

微带结构 ,利用等效传

输线方程和 Sommerfeld恒等式可以得到其空域格林函数为 :
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212　FRISM法拟合微带结构谱域 Green函数

与 DCIM方法类似 ,首先仍然是将准动态项 ( k0 →0 , kz0≈

kz1)提出 :

　RTE→RTE0 = - e - j2 k
z0
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h)

1 - Ke - j2 k
z0

h)

此时格林函数可以分成两部分表示为 :
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将式 (2b)中的无穷项用泰勒级数展开. (为了便于下一步

实镜像的提取此时多展开一项 ,得到 Gq0的形式与复镜像时

有所不同) :
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令 F1 = RTE - RTE0 , F2 = RTE + Rq - RTE0 - Rq0 ,对其进行指数

拟合 :

　F1 = ax1e - j2 k
z0

h + ax2e - j4 k
z0

h + ax3e - j6 k
z0

h + ax4e - j8 k
z0

h (3 a)
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注意与 DCIM技术利用 Prony ,GPOF方法提取出复镜像距

离的方式 (这种提取不具备唯一性)不同 ,Frism方法将指数展

开项中的镜像距离固定为实数.单层、双层微带结构取 4项实

镜像如图 2所示.单层时 : b1 = - 2 h ; b2 = - 4 h ; b3 = - 6 h ; b4

= - 8 h ;双层时 : b1 = - ( h2 - h1 ) ; b2 = - ( h2 + h1) ; b3 = -

2 h2 ; b4 = - (3 h1 + h2) .这些镜像位置的选取和基板厚度相

关 ,是原始源与基板、金属地板相互作用后的等效表示 ,具有

明确的物理意义.拟合时在积分路径按照中点定理采集取样

点 ,然后求解 4元方程组即可 .由于式 (3)中的 bi 固定 ,求解 4

元方程组后得到 ai 的在很宽的频率范围内具有平坦的曲线

特性 ,这样的曲线十分利于格林函数的宽频插值运算 [15 ] .

213　基于固定实镜像平面波展开的快速多极子方法

快速多极子方法被广泛应用于 PEC和各种介质体的电

磁散射计算 ,而加法定理是快速多极子方法的基础 ,其原始形

式如下 :

e - j k| X + d|

4π| X + d|
=

- j k
4π ∑
∞

l =0

( - 1) l (2 l + 1) jl ( kd) h (2)
l ( kX) Pl ( d̂·̂X)

(4)

其中 d̂ 为 d 的单位矢量 , x̂ 为 X的单位矢量. jl 是一阶球

Bessel函数 , h2
l是二阶球 Hankel 函数. Pl 是 Legendre多项式 ,

其约束条件为 d < X.其几何关系见图 3.

式 (4)精确成立的条件是 l从 0取到∞的和 ,实际应用时

我们可以根据误差要求选取 l 的上限 L ,此时 L 称为无穷求

和的截断项数 ,又称为多极子模式数.应用平面波展开公式 :
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4π( - j) ljl ( kd) Pl ( d̂·̂x) = κ
4π

e - j kd̂k·̂dpl ( k̂·̂X) d2 k̂ (5)

把式 (5)带入式 (4)得

　e - j k| X + d|
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1
4πκ d2 k̂e - j k·d∑
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合适的多级子模式数 L 和高斯积分所需点数 li 是快速计算

的关键问题. J . M. Song的论文[7 ] ,给出自由空间 li = L 时的半

经验公式

对于 Err < 1. 0E - 1　L ( kD) = kD + ln ( kD +π) , kX≥L

对于 Err < 1. 0E - 3　L ( kD) = kD + 3ln ( kD +

π) , kX≥L

对于 Err < 1. 0E - 6　L ( kD) = kD + 5ln ( kD +

π) , kX≥L

其中 D≥1/ k ,是各个组里最大的 d值.

2001年新加坡的 L W Li 等研究者提出了选

取 li ≠L 的情况下的半经验公式[16 ] .给出了多级

子模式数 L 和所需积分点数 li 的经验公式.

L = kD　or　L = kD - 0. 5ln ( kD +π)

L i = kD + ln ( kD +π) 　or　L i = kD + 2ln ( kD

+π)

利用镜像技术 (DCIT ,FRISM) ,可以将微带结

构的空域格林函数写成如下闭式 :

GAxx = ∑
Na
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e - j kR
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A) | , Rq
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i ) | ,且 aA
i ,

bA
i , aq

i , bq
i 是由镜像方法确定的相关系数 ; Na , Nq 是其镜像

数.

本文作者已在文献 [13 ]中研究发现 ,由于 DCIM技术得

出的复镜像系数 bi 的非唯一性 ,且为复数 ;会严重影响 FMM

平面波展开时加法定理收敛性和稳定性 ;而 FRISM得出的实

镜像系数 bi固定且为实数 ,对 FMM平面波展开时加法定理

几乎没有影响 ,这些将在下节数值结果中得到证明.

为了利用 FMM ,首先将整个微带结构分组 ,并用 Gm ( m =

1 ,2 , ⋯, M)来表示. ri 表示场点 ,其所在组的中心为 rm , rj 表
示源点 ,其所在组中心为 rm′,于是有 :

rij = ri - ( rj + ẑbi) = ( ri - rm) + ( rm - rm′) + ( rm′- rj) - ẑbi

　= rim + rmm′- rjm′- ẑbi , bi = bA
i or bq

i

采用加法定理 ,可将空域格林函数分别写为 :

G( ri , rj)≈
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带入由Mosig提出的MPIE广义阻抗矩阵即可求解.

3　计算实例

311　格林函数拟合

为了验证 FRISM法拟合微带结构谱域 Green函数的有效性 ,

本文通过εr = 2. 17 , h = 1mm , f = 3GHz的微带线谱域拟合情况来

证明.图 4为其空域格林函数拟合情况 ,左图为 Gq幅度值拟合情

况 ,右图为 GAxx幅度值拟合情况.观察图 4可知 ,采用 FRISM拟合

微带结构谱域格林函数的情况较好 ,符合计算要求.

312　采用 FRISM进行平面波展开时的收敛性分析

采用文献[12 ]的处理方法 ,取 d = 0. 25λ0 , X = 5～10λ0 对

上例进行平面波展开分析 ,可以获得表 1数据.通过观察可知 ,

实镜像方法 (Frism)结合快速多极子 (FMM)在多层微带结构格

林函数的平面波展开所需 li 和多级子模式数 L 与在自由空间

中情况相差无几 ,仍然可以利用原来自由空间多级子模式数 L

和所需积分点数 li 的半经验公式.其本质在于固定的实镜像

距离 bi 不含复数项 ,从而避免了复镜像收敛较慢的缺点.

表 1　相同精度所需 L 和 l i比较

L = 8 1e - 1 1e - 2 1e - 3

自由空间 (如图 4) 9 11 12

微带结构 (如图 4) 10 11 13

313　具体算例验证

为了验证实镜像方法 ( Frism)结合快速多极子 (FMM)的有

效性 ,下面以 7阶耦合滤波器的计算予以验证 .其工作频率 f

= 9. 5～10. 5GHz ,εr = 10 , h = 0. 635mm;采用三角形剖分 (具体

参数见图 5) ,使用 RWG基函数 ;分别采用矩量法 (MOM)和快

速多极子方法 (FMM)计算其 S参数.数值结果 (见图 6)证明了

实镜像方法 (Frism)结合快速多极子 (FMM)的有效性.
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此外为了证明 Frism算法的有效性 ,我们给出了求解矩形

微带贴片天线算例时 ,CG算法每步迭代时间和未知数N的对

应关系.如图 7所示 ,实验结果表明 Frism算法可以有效地将

计算复杂度降为 O ( N1. 5)的数量级.

4　结论

　　对非常耗时的 Sommerfeld积分 (SI)进行数值积分计算 ,是

空域矩量法微带结构问题计算的主要瓶颈 ;离散复镜像 (DC2
IT)适用于普通矩量法运算 ,有效解决了这一问题.但是采用

快速多极子方法计算微带结构问题时 ,离散复镜像方法给出

的复镜像距离严重影响平面波展开时加法定理的收敛性 ,不

利于快速运算.本文提出固定实镜像方法 ( FRISM)拟合微带

结构谱域 Green函数进行平面波展开 ,可以解决上述问题 ,数

值实验表明该方法的有效性和可靠性.
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